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RESUMEN

En esta investigacion se desarrolld un modelo de economia estocastica, pequeia y abier-
ta, poblada por consumidores racionales idénticos que tienen vida finita, pero estocasti-
ca; ademas, son adversos al riesgo y disponen de una riqueza inicial. Estos agentes en-
frentan la decision de distribuir su riqueza entre consumo e inversion en un portafolio de
activos en un ambiente de riesgo de mercado y de politica fiscal incierta. La cobertura se
lleva a cabo mediante una opcién americana de venta y su valuacion se realiza en térmi-
nos de cuanto esta dispuesto a pagar el consumidor representativo por mantener dicho
contrato a fin de cubrir un activo riesgoso contra caidas en su precio. El precio del con-
trato se determina en términos del premio al riesgo, el cual se caracteriza mediante la
solucion de una ecuacion diferencial parcial lineal de segundo orden. Por ultimo, se ob-
tiene una formula de aproximacion para el precio de la opcion americana y se realiza un
analisis de sensibilidad de dicho precio con respecto de sus parametros.
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ABSTRACT

This paper develops a stochastic model of a small and open economy populated by
identical rational consumers having finite life but stochastic, who are risk averse and
have an initial wealth. These agents face the decision to allocate his wealth between
consumption and investment in a portfolio of assets under an environment of risk market
and uncertain fiscal policy. Hedging is performed via an American put option and its
pricing is carried out in terms of how much the representative consumer is willing to pay
to keep that contract to hedge a fall in the risky asset price. The option price is determined
in terms of the risk premium, which is characterized by the solution of a second-order,
linear partial differential equation. Finally, an approximated formula for the American
option price is obtained, and a sensitive analysis of such a price with respect to its
parameters is carried out.
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INTRODUCCION

En un ambiente de incertidumbre econdmica y financiera como el que muestra
la realidad contingente actual, con cambios constantes de politica econémica
y volatilidad intermitente en los mercados financieros, las decisiones sobre con-
sumo, portafolio y produccion de los agentes econémicos son afectadas. La ne-
cesidad de los diversos agentes que participan en la economia de identificar los
patrones que caracterizan estos cambios para tomar decisiones oportunas acor-
des con el contexto es un tema que, sin duda, ha recobrado vigencia y relevan-
cia actual.

A este respecto, existen diversos modelos disponibles en la literatura en
los cuales se supone que las variables econdmicas y financieras relevantes son
conducidas por procesos estocasticos de diferente naturaleza, por ejemplo, pro-
cesos de difusion o de difusion con saltos, como se observa en Merton (1971;
1992), Turnovsky (1993), Hernandez-Lerma (1994), Venegas-Martinez (2001;
2006) y Turnovsky y Smith (2006). Otro aspecto que es de igual relevancia es el
desarrollo de modelos macroecondmicos estocasticos que expliquen hechos esti-
lizados en las decisiones de consumo y portafolio de los agentes; véase, al res-
pecto, Grinols y Turnovsky (1993); Venegas-Martinez (2004; 2005); Turnovsky
y Smith (2006), y Venegas-Martinez, Ortiz-Arango y Castillo-Ramirez (2010),
entre otros.

Una particularidad de los modelos estocasticos que da coherencia a la
realidad contingente son las funciones de tiempo de paro; sobre este temas, se
puede consultar a Bjork, Myhrman y Persson (1987); Karatzas y Shreve (1988);
Merton (1992); Hernandez-Lerma (1994); Shreve (1997); Kohn (2003); Bjork
(2004); Villeneuve (2007), y Kohn' (2011), entre otros. Por ejemplo, Shreve
(1997) analiza el tiempo de ejercicio Optimo de opcién de venta americana
realizando su valuaciéon mediante un modelo binomial en el que el tiempo de
paro correspondiente se define como primer instante en que la opcion es igual
a su valor intrinseco. Asi mismo, Hernandez-Lerma (1994) aplica el concepto de
tiempo de paro como un tiempo de salida Optima para procesos de difusion
controlados. Por su parte, Bjork, Myhrman Persson (1987) y Bjork (2004)
imponen un tiempo de paro para no generar soluciones de control degeneradas.

! Es oportuno mencionar que, a excepcion de Kohn, los autores citados aplican tiempos de paro
en conjunto mediante la clase de modelos econdmico-matematicos llamados de equilibrio general
dindmico y estocastico (EGDE).
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Dos de los temas distintivos, en el marco de los modelos anteriores, son
la obtencion de precios de activos financieros y la valuacion de productos deriva-
dos, cuya literatura es muy vasta y variada; considérense al respecto los articu-
los, algunos seminales y otros de referencia, de Black y Scholes (1973); Merton
(1973); Cox y Ross (1976); Cox, Ingersoll y Ross (1985a; 1985b); Geske y Shas-
tri (1985); Ho y Lee (1986); Hull y White (1987; 1993); Detemple y Tian (2002);
Venegas-Martinez (2006; 2007; 2010); Sierra (2007);> Angeles-Castro y Vene-
gas-Martinez (2010), y Venegas-Martinez y Cruz-Ake (2010), entre otros. Una
caracteristica comun, tal vez una limitacion, que guardan estas investigaciones
es que consideran una temporalidad, infinita o finita, determinista para la valua-
cion de derivados.

Las opciones americanas, a diferencia de las opciones europeas, pueden
ser ejercidas en cualquier momento entre el dia en que se pactan y el dia de ven-
cimiento, ambos inclusive, y se negocian en mercados organizados y reco-
nocidos por las autoridades financieras (bolsas de opciones) o mercados extra-
busatiles (0TC, por sus siglas en inglés: over the counter) o informales. No obs-
tante, es importante sefialar que la mayor parte de las opciones que se operan en
estos mercados son justamente del tipo americano. La investigacion que se
ha realizado en este tema es también muy extensa; véase, por ejemplo,
Taylor (1967); Merton (1973); Cox, Ross y Rubinstein (1979); Whaley (1981);
Barone-Adesi y Whaley (1987); Broadie y Detemple (1996; 2004); Huyen
(1997); Ju (1998); Broadie, Glasserman y Ha (2000); Fu et al. (2001); Duan
y Simonato (2001); Longstaff y Schwartz (2001); Clement, Lamberton y Protter
(2002); Detemple y Tian (2002); Rogers (2002); Villeneuve y Zanette (2002);
Detemple, Feng y Tian (2003); Kou y Wang (2004); Stentoft (2005); Ikonen
y Toivanen (2008), y Kohn (2011), entre otros.

Como resultado de la temporalidad anticipada de una opcion americana,
parte del problema de valuacion consiste en identificar la frontera de ejercicio
que maximice el valor de la opcidn para el duefio del contrato; al respecto, véase
Merton (1973) y Taylor (1967). A pesar de que lo mas conveniente es disponer
de una formula cerrada, no se cuenta con ella en este caso, por lo que los esfuer-
zos en investigacion se han concentrado en el desarrollo de métodos aproxima-
dos. Asi, por ejemplo, se encuentran entre los trabajos que utilizan métodos

2 Una particularidad del trabajo de este autor es que sus activos son modelados mediante mov-
imientos brownianos fraccionales.
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numéricos los de Villeneuve y Zanette (2002) e Ikonen y Toivanen (2008)%; el
método de diferencias finitas, el de Brennan y Schwartz (1977), y el método de
arbol binomial, el de Cox, Ross y Rubinstein (1979). Por su parte, Whaley (1981)
y Barone-Adesi y Whaley (1987) desarrollan una féormula analitica aproximada
que es muy rapida en comparacion con otros métodos; asi mismo, Kou y Wang
(2004) demuestran que mediante un modelo de difusion con saltos se puede lle-
gar a una aproximacion analitica cuando el horizonte es finito. Algunos otros in-
vestigadores adoptan un esquema de interpolacidon para el precio de la opcidén
americana, como Broadie y Detemple (1996), Villeneuve y Zanette (2002) y De-
temple, Feng y Tian (2003). Dentro de los métodos* que son esquemas de aproxi-
macion de frontera libre se encuentra el de representacion integral; como ejemplo
se tienen las investigaciones de Broadie y Detemple (1996) y de Ju (1998).° Una
caracteristica comun entre estos métodos es el uso de tiempos de paro para la
valuacion de los derivados americanos; véase al respecto Merton (1990); Ka-
ratzas y Shreve (1988); Villeneuve y Zanette (2002); Detemple, Feng y Tian
(2003); Bjork (2004); Villeneuve (2007), y Kohn (2011),° entre otros.

En este trabajo se desarrolla un modelo de una economia pequena
y abierta poblada por consumidores racionales, maximizadores de utilidad y ad-
versos al riesgo, que disponen de una riqueza inicial y enfrentan la decision de
distribuir su riqueza entre consumo e inversion en un portafolio cuando el hori-
zonte de planeacion del que disponen es finito con fecha final estocastica. En
este modelo, los agentes se desenvuelven en un ambiente de riesgo de mercado
y de politica fiscal incierta. La valuacion de la opcidon de venta americana es lle-
vada a cabo en términos de cuanto estd dispuesto a pagar un consumidor repre-
sentativo por mantener un contrato de este tipo a fin de cubrir un activo riesgoso
contra el riesgo de mercado al mismo tiempo que maximiza su utilidad por el
consumo. Las caracteristicas distintivas de este trabajo, en el marco de las inves-
tigaciones anteriormente mencionadas, son: 1) la economia es pequefia y abierta;

3 En realidad Ikonen y Toivanen (2008) describen y comparan cinco métodos numéricos para el
precio de opciones americanas de venta bajo el modelo de volatilidad estocastica de Heston (1993).

4 Algunos de estos métodos se deben a Geske y Johnson (1984) y Huang, Subrahmanyam y Yu
(1996), entre otros.

5 El método integral que utilizan Broadie y Detemple (1996), asi como Ju (1998), involucra
solamente la funcién normal acumulativa univariada, lo que lo hace muy rapido, aunque no muy
preciso.

¢ Kohn (2011) examina el problema del paro dptimo para maximizar el valor presente esperado
en el ejercicio de una opcion de venta americana con tiempo de madurez perpetuo y también para
el caso finito, sobre todos los posibles tiempos de ejercicio.
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2) el horizonte de planeacion es finito, de fecha final estocastica; 3) la valuacion
del producto derivado americano se efectiia con base en la racionalidad econo-
mica y una tasa de interés no sélo libre de riesgo de incumplimiento, sino tam-
bién de riesgo inflacionario; 4) el disefio del proceso de optimizacion evita que el
inversor caiga en bancarrota;’ 5) el precio se caracteriza en términos del premio
al riesgo, el cual se calcula como la solucion de una ecuacion diferencial parcial
lineal de segundo orden.

Este trabajo consta de ocho partes, ademas de la introduccion y las con-
clusiones. En la primera, se describe el marco tedrico de la investigacion. En el
segundo apartado, se establece la restriccion presupuestal intertemporal del
agente representativo de una economia con incertidumbre. La tercera seccion
introduce el horizonte de planeacion finito y de magnitud estocastica a través de
un problema de control en tiempo continuo de consumo e inversion optimos en
un ambiente de riesgo de mercado y de politica fiscal incierta. En la restriccion
presupuestal se incluye la tenencia de una opciéon americana de venta con un
subyacente conducido por el movimiento geométrico browniano.

En la cuarta parte se proporciona una solucion al problema de control
optimo planteado, mediante la cual se obtienen como resultados centrales la
ecuacion diferencial parcial de Hamilton-Jacobi-Bellman y las condiciones de
primer orden que llevan a las decisiones Optimas de las variables de control. En
la quinta seccion se obtiene el premio al riesgo de mercado de una opcioén ameri-
cana de venta. Mientras tanto, en la sexta, se establece una caracterizacion del
precio de una opcion americana de venta en términos del premio al riesgo de
mercado, el cual se obtiene mediante la solucion de una ecuacion diferencial
parcial lineal de segundo orden. En la séptima seccion se logra una aproxima-
cion del precio de una opcion americana de venta y se realiza un analisis de sen-
sibilidad con respecto de sus parametros. A su vez, en la octava, seccion se lleva
a cabo la verificacion de la solucion encontrada con programacion dinamica del
modelo. Por tltimo, se presentan las conclusiones destacando las limitaciones e
indicando aquellas extensiones que seran tomadas en cuenta en la agenda futura
de investigacion.

7 En realidad, el argumento que aqui se utiliza para evitar la bancarrota, interpretada como la
insolvencia del agente econdémico, no cumple en el sentido amplio con el analisis realizado por
Sethi (1997). El argumento de tiempo de paro en conjuncion con la condicion de frontera (véase al
respecto Hernandez-Lerma (1994) y Bjork (2004)) impuesta a la ecuacion de HIB y el uso de una
funcion de utilidad de clase HARA impiden que el problema degenere y, por ende, financieramente
evite la bancarrota del agente econémico representativo.
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I. MARCO TEORICO

A través del equilibrio general dindmico estocastico, se analiza un modelo de un
consumidor racional representativo® que se desenvuelve en una economia peque-
fia y abierta, en la que se produce y se consume un solo bien de caracter perece-
dero, que es internacionalmente comercializable.

1. Activos y rendimientos

Se considera un consumidor que es al mismo tiempo productor y un intervalo de
tiempo fijo [0, 7] con T como una variable aleatoria que se definira mas adelante.
En el tiempo ¢ = 0 el consumidor es dotado con una riqueza inicial X y el proble-
ma que enfrenta es como distribuir su riqueza entre consumo e inversiéon en un
portafolio, de tal forma que su riqueza se mantenga positiva sobre el horizonte
de planeacion y tal que maximice su utilidad total esperada y descontada. Espe-
cificamente, se supone que la utilidad del agente esta dada por

EE{F(L c)di+® (XT)|F0:|

en donde F es la satisfaccion (descontada) para consumo y @ es la funcion de
legado o herencia (o funcién de retiro) al tiempo 7, la cual mide la utilidad de
contar con recursos al final del periodo y F; es la informacion relevante al tiem-
pot=0.

Para maximizar dicha utilidad, se permite que el agente asigne sus recur-
SOS a consumo e inversion en activos con y sin riesgo: dinero (nominal) domésti-
co M,, bonos gubernamentales (nominales) domésticos B,, acciones domésticas
k,, un contrato doméstico de opcion americana de venta ¥, y bonos (reales) ex-
tranjeros 5. De tal forma que la riqueza real total, x,, estd dada por

x=m,+b+k+V+b 1)

donde M,/P,=m, son los saldos monetarios reales y B,/P,=b, es un bono guberna-
mental doméstico en términos reales.

8 Véase Ramsey (1928).
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2. Dindmica del nivel general de precios

Se supone que en esta economia el nivel general de precios domésticos P, es de-
terminado por la condicion de poder de paridad de compra, P, =¢,P’, donde B~ es
el precio en moneda extranjera del bien en el resto del mundo y e, es el tipo de
cambio nominal. A efectos de simplificar el modelo, se supondra, sin pérdida
de generalidad, que el tipo de cambio nominal es “relativamente” estable, de tal
manera que se puede escribir e, = cte. Por otro lado, como la economia es peque-
fa, ésta es precio aceptante de P” y de la misma manera, sin restar generalidad,
se supondra P’=1.

Asi pues, se supone que el agente representativo percibe que la tasa de
inflacion esperada dP,/P, es conducida por el proceso markoviano de difusion:

gzﬂdmopd%, 2)

t

donde 7 es la tasa media esperada de inflacion, o, es la variacion esperada de
la tasa de inflacion y W), es un proceso de Wiener, también llamado movimien-
to browniano, que estd definido sobre un espacio fijo de probabilidad con su
filtracion aumentada (Q, F, (F")eors P). En este caso, los parametros 7y o, son
exogenos.

3. Saldos monetarios reales

El agente econémico mantiene saldos monetarios reales M, /P, = m,, donde M, es
el acervo nominal de dinero. La tasa de retorno estocastica por la tenencia de
saldos monetarios reales esta dada por el cambio porcentual del precio del dine-
ro en términos de los bienes. Se supone ademas que el rendimiento marginal del
dinero es cero, es decir, dM,= 0. La aplicacion del lema de It6 al cambio porcen-
tual del inverso del nivel de precios cuando se considera al nivel general de és-
tos como el proceso subyacente, conduce al rendimiento por la tenencia de sal-
dos reales

dR,, = M— 1,dt —opd W, 3)

(M,/P)

2
con r, =—z+o0p .
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4. Bono cupon cero

El agente econdmico destina una parte de su riqueza a la inversion en un bono
gubernamental cupon cero B,. Se supone que la tasa nominal de rendimiento que
pagan es i, es decir, dB, =B,i(I-1,)dt, con z, el impuesto aplicado a la tasa de
interés nominal de un bono gu‘bernamental. El rendimiento por la tenencia
de bonos gubernamentales esta dado por la siguiente ecuacion:

de’l:}"bdl‘—Gde,;, (4)

. 2 .. . 2
donde r, = l(l—Ty)—7Z'+ o,. Adicionalmente se supone que i(l1-z,)-7> oy,
para asegurar que el rendimiento se mantenga positivo.

5. Acciones

Se supone que los consumidores también son productores y la empresa represen-
tativa tiene una funcién de produccion y = Ak, que ofrece titulos de capital
de acuerdo con el criterio (determinista) de maximizacidon de su beneficio neto
Il= Ak, — r k,donde r, es la tasa de interés que pagan los bonos gubernamenta-
les. Una condicion necesaria de optimidad del problema anterior es r,=A4. Asi, en
lo que sigue, de manera indistinta se puede escribir , 0 4, lo que determina el
equilibrio con el sector productivo.

Otra parte de su riqueza la invierte en una accion, en donde la tasa de
rendimiento de las acciones sigue una ecuacion diferencial estocastica:

dk
dR, Ek—’zrkdt+0'dek,, (&)

t

donde, r,eR es el rendimiento medio esperado y o, > 0 es la volatilidad instanta-
nea; como antes, 7, , es un proceso de Wiener, o movimiento browniano, defini-
do sobre un espacio de probabilidad adecuado.

6. Opcion americana de venta

Con el proposito de cubrir su inversion en la accion, el agente también invierte
en un contrato de opcion americana de venta sobre dicha accion, que tiene precio
V.(k, t). En otras palabras, si el precio de la accion cae por debajo de un umbral
predeterminado, entonces el agente tiene el derecho de vender la accion al valor
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del umbral. El rendimiento de la opcién esta dado por el cambio porcentual de la
prima, es decir,

_an
dR, = % (6)
en donde dV, se obtiene mediante el lema de It6 de la siguiente manera:
2
dv, = 8_1/,'+6V; rkkt+la V; ook’ dt+a—V’0'kktdet.
or ok, 2 ok; ok,
Si se denotan
1(ov, oV, 1%, ,, 1(oV,
ro=—| L Lpk + ——L o’k o,=—| ok
’ V,(@t ok, T ) Ty ek (72)
se sigue que
dR, = C:/V’ =r,dt+ o,dW, (7b)

t

y W, , es tal como se defini6 en el parrafo anterior y es claro que comparten esta
caracteristica de riesgo toda vez que la opcion hereda el riesgo de la accion.

7. Bonos internacionales

El agente representativo también tiene acceso a un bono internacional, el cual
paga una tasa de interés real » > 0, libre de riesgo de incumplimiento y constante
en todos los plazos. Por ello, el agente destina una parte de su riqueza a la inver-
sion, en el tiempo ¢, en un bono que satisface

db; =rb/dt, con by dado,

lo cual implica que el rendimiento de dicho bono esta dado por

dR,. =—-=r"dt. (8)

Con el supuesto de que la economia es pequeiia, es decir, tomadora de
precios, se asume en particular que es tomadora de la tasa de interés. En otras
palabras, la economia doméstica toma r,” como la tasa de interés real (libre
de riesgo de incumplimiento). En consecuencia, r,” sera utilizada para la valua-
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cion de la opcion americana de venta. Si consideramos que la economia estadou-
nidense representa al resto del mundo, sin duda la probabilidad de incumplimiento
de los bonos del Tesoro es menor que la de los Cetes; por lo tanto, la tasa de interés
real estadounidense es un mejor candidato como tasa libre de riesgo (de incumpli-
miento). Es de observar que en la economia doméstica la tasa real r, se calcula en
términos del diferencial de la tasa de interés nominal y la tasa de inflacion, y que
en esta ultima hay factores de riesgo que la afectan, como el nivel general de pre-
cios. Es decir, 7, no necesariamente es una tasa de interés libre de todo riesgo.

8. Impuesto sobre la riqueza

Se considera un movimiento browniano (Ut)t> , definido en un espacio de proba-
bilidad fijo con su filtracién aumentada (Q, F,(F, U)te[o 7 P). Se supone que el
agente econdmico prevé que su riqueza sera gravada a una tasa incierta 7, de
acuerdo con la siguiente ecuacion diferencial estocastica:

dr, _ ~
- = dt+o. dW, 7, >0, &)

t

con

W = pW,, +1-p'U (10)

cov(dW,,.d(pM,, +\1=pU, )| = pat, (11)

donde 7, es la tasa media esperada de crecimiento del impuesto sobre la riqueza,
o, es la volatilidad de la tasa impositiva sobre la riquezay —1< p<1 es la corre-
lacion entre los cambios en la inflacion y los cambios en el impuesto sobre la ri-
queza. Se supone que los procesos W, U, y W, son independientes dos a dos.

9. Restriccion del tipo cash-in-advance
Se supone, ademas, que el consumidor demanda dinero para realizar sus transac-

ciones, lo cual se hace por medio de la restriccion cash in advance propuesta por
Clower (1967):°

° En palabras de Clower: “goods buy money and money buys goods, but goods don 't buy goods”.
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m, = ac,. (12)

En esta restriccion, ¢, es el consumoy «>0 es el tiempo que se mantie-
ne el dinero para financiar el consumo. Esta restriccion debe cumplirse en todo
momento, ya que determina el conjunto factible de la variable de control c,.

I1. RESTRICCION PRESUPUESTAL INTERTEMPORAL DEL AGENTE
REPRESENTATIVO

Las proporciones de riqueza que se destinaran a los activos riesgosos, saldos mo-
netarios reales, bonos cup6n cero gubernamentales, accion doméstica, la opcion
americana de venta y el activo sin riesgo, el bono extranjero, en el portafolio de

inversion, al tiempo ¢, se denotaran mediante 6, 6,,, 6,, 6,,,y 1-6,-6,, -0,

4 . ., .
-6, =1-) 6,,respectivamente; donde 6, :% es la proporcion de la riqueza
i=1

. . t .
que se destina al activo j, j=m, b k,V, b". En lo que sigue, ¢, denota la tasa de
consumo, a la que se impone la condicion ¢ >0, V¢>0.

Adicionalmente, se supone que todas las estrategias de consumo e inver-
sion son autofinanciables y que, ademas, las negociaciones se llevan a cabo en
forma continua (los mercados nunca cierran), sin incurrir en ningin momento en
costos por comisiones a agentes de casas de bolsa. También, que estan permiti-
das las ventas en corto (pedir acciones prestadas a agentes de bolsa).!

De esta manera, la dindmica del proceso de la riqueza del agente esta
dada por el sistema de ecuaciones diferenciales estocésticas siguiente:

Xm = XtelldRm,t + XtQthRb,r + Xt93thk,t +Xt64thV,f +

4
h&@—ZQJﬂ%erﬁ—OHﬁqﬁ
i=1

(13)

Xy =my+by+ky+V,+b, >0,

dr, =t rdt+o,rdW, 1,>0,

donde 7, es una tasa impositiva ad valorem del consumo. Al sustituir las ecua-
ciones (3) a (10) en el sistema de ecuaciones (13), se tiene que el proceso de la
riqueza esta dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

10 Por supuesto que hasta donde el tiempo de paro lo permita.
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1t"m

dX, = LX0r+X9rb+X[93trk+X rV+XL z J Xz—1+r),Jdt

- X,(6,+6,)0,dW, +X,0,0,dW, +X,0,0,dW,, x,=m,+b,+k,+V,+by>0, (14)

drtz?trtdt+arrt(deP,,+ l—pszI), 7, >0,

equivalentemente

dX,- Xrdt+X,o, dW, +X,0,,dW,,, x,=my+by+ky+V,+b; >0,

_ P (15)
dr, :‘rlz',dt—i-o;rl(de,,’, ++/l—p dU[), 7, >0,

donde

4
r.=6,r,+6, r”+93’rk+94’rV+(1‘29an*-Tt—(1+fc)%
i=1

1t"m
t (16)
Op.t ( 6,0, ) y Ok = (93z0'k +0,0y )

Al introducir la restriccion cash in advance se tiene ¢, =6, X,a”', de don-
de (16) queda dada por

4
) 0
=6,r, +6,7 +63,rk+94try+(l —Z@itjrb -7, —(1+7,)2L

o

con 17
Oy = (—(9” -0, )O-p y O = (93to-k + 94101/)'

I11. PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO ESTOCASTICO

A continuacion se establece el problema de control dptimo estocastico que debe
resolver el consumidor-inversionista representativo.

1. Tiempo de paro

Para estar seguros de no formular un problema degenerado y sea posible para el
agente representativo alcanzar el dptimo de su portafolio de consumo e inver-
sion, se restringira el dominio (horizonte temporal) a D =[0,7]x { x|x > O},
y se define la funcion tiempo de paro ¢, dada por
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¢ = min[inf {t> 0| X, =0},T], (18)

lo que formula al horizonte temporal finito como una variable aleatoria. La inter-
pretacion correspondiente es que cuando el proceso de riqueza alcance la fronte-
ra del dominio se vuelva cero; entonces, la actividad se termina y ya no hay he-
rencia, de manera que lo natural es que @ sea cero.

2. Problema de control optimo estocdstico

Al establecer formalmente el problema de la maximizacion de la utilidad del
consumidor como un problema de control 6ptimo estocastico, se tiene

011,02,,031,04,6;

14
MaximizarEDF(t,ct)dt|F0},
0

X, =Xrdt+X,c, dW, +X,o,,dW,,, x,=m,+b,+k,+V,+b; >0,

19
dr,:?trtdt+0'rf,d(deP’[+ l—psz,), 7, >0, (19)
Xy =X,
¢, 20,Vt20.

IV. PROGRAMACION DINAMICA: ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL
DE HAMILTON-JACOBI-BELLMAN

Para dar solucién al problema (19) y encontrar las proporciones optimas en el
portafolio de inversion y el consumo del agente maximizador, definimos la fun-
cion de valor del problema mediante la siguiente expresion:

4
J(X,,r,,t):g max E{.[F(cs,s)dsv'j}

0,05, ,04, €R,0<¢ ‘[,.(,,]

ot 0 (20)
- e.,,ez,,eg,gﬁ)l(t el E { '! F(c, s)ds+ t LF (c,,s)ds |F, }

Después de aplicar al primer sumando el teorema del valor medio del
calculo integral y recursividad al segundo sumando, se obtiene que
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J(X,,r,,t)z max {F(q,t)dt+o(dt)+ J(Xl+dXt,rt +drt,t+dt)F,}.

6,63,,05,,04, € R,0< C»\‘[z, r+dr]

Al emplear la expansion en serie de Taylor en el segundo sumando, se

tiene
J(X,,7,,t)= max ‘ {F(c,,t)dt+0(dt)+J(X,, r,.t)+dJ (X, 1, l)+0(dt)| F,},
O b By, By < ROSE |
consecuentemente
0= max {F(c.tydt+o(dt)y+d] (X,.7,.1)|F,}.
91,,92,,93,,@,eR,OSgJ[IM]
Al aplicar el lema de 1t6 a dJ (X,,7,,¢)) y simplificar, se obtiene
X
0= max F(c,,t)dt-i—o(dt)-i-M[X,GPtdWPt+Xt0'ktdet]+
80,0203, 04, EROZC, oX, ’ ’ ’ ’
OJ(Xt,T,,t) 3 6J(Xt,z't,t) 6J(X,,Tt,t)
—[T,G,dep,-FTtO',(w/l—p )dUt}+ + Xr +
o, ’ ot oX,
X 2J(X, (X,
6J( ,,Tt,t) Z'lzT[ +l 0 J( [;r“t)(Xfo-;, +Xlzo_k2[)+28 J( zaf[,t)(X[Tlo-rpo'P’)-i-
or, 2 oX, | ’ 0X,0r, ’
o°J(X,,z,,t
%(ﬁaﬁpz +1/07 (l—pz)):|:|dt| F,}.

A continuacion se encuentra el valor esperado de esta ultima ecuacion vy,
dado que dW,,, dW,,, y dU, se distribuyen N(0, dr), se eliminaran los términos con
movimientos brownianos, de lo que resulta

oJ(X,.1,,t) oJ(X,,7,.1)
+ X +
ot oX

t

2
25 (2o, + 7o, ) 2 LK)
t or

0=, el {F(c,.t)dt+o(dt)+ {
oJ(X,.7,.t) _ 1{62J(Xt,z't,t)

T, +—
or, 2

(Xr‘[to-rpaf’,t )

| ]
T

t

Ahora se divide esta expresion entre dt y se toma el limite cuando dt— 0
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oJ(X,,z,,t) 0J(X,,7,,t) oJ(X,,7,.t) _
+ X7, 7,7, +
ot oX, ’ o,

t

0= max {F(c 1)+
[1ava

1
01,02,05 y Oy eRO=c |,

1| &*J(X,,7.t O*J(X 1.t O*J(X 1t
E{%(){fa;, +Xfa,fﬁt)+2#(X,r,arpapvl)+%(rfof )}}

t

A laultima ecuacion se le anexan las condiciones de frontera correspon-
dientes, para obtener la ecuacion diferencial parcial de Hamilton-Jacobi-Bellman
(HI1B):

0o - {F(c,, )+ 01 (Xpz,1) 0 (X, 1) -
800200y O, e ROC, ot 0X,
2
o) o g{—a W2 (i3, 4 x00, )+
t t
(21

o’ J(X,,z,,t o’ J(X, 7t

2P e, L)

T

Se observa que las condiciones de frontera ya incorporan el tiempo de
paro.

1. Funcion de utilidad

Se supone ahora que la funcion de utilidad es de la forma F(c,.t)=¢ ¥ (c,),
donde ¥ (c,) es un miembro de la familia de funciones de utilidad HARA (siglas
del inglés hyperbolic absolute risk aversion) (Hakansson, 1970; Merton, 1990),
en consecuencia,

¥
F(ct, t)=e_5107’, 0<y<l.

Se observa que V(Cz) tiene la propiedad de que
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lo que forzara a que el consumo sea positivo a través del horizonte de planeacion.
Asi, al suponer un méximo y hacer las sustituciones de (16) y F(c.,?)=e "V (c)
en la ecuacion diferencial parcial de HIB, se tiene que

sc  OJ(X,T,.t 3 . c
O=e ”’7+—(a)’( ! )XI{Hl,rm+92,rb+6‘3117C+(94,r,,+(1—;¢9n]rh —Tt—(1+rC)X—’]+

t t

t l+
ot or 2

t

2
aJ(X"Tr’t) + al(X”Tt’t) 7,7, : {a J(X“T“t) (sz (_0'1,01, _O'pezf)z +

ox? (22)

0X o, or? o

t

2 2
X} (6,0, +6,0, )2)+2M(X,qarp(—0” - 492[)0'/)) +Mrzaz}}.

Al considerar la restriccion cash in advance, se tiene

OV
Oze—a‘z (X’el’a 1) +6J(ant’t)Xl[

1% oX,

t

4 . H
O,r, +06,1, +03trk+€4trV+(l_zertj'}7 -7 _(1+Tc)#J
[04

i=1

OJ(X,,r,,t) 6J(X,,T,,t) 1 82J(X,,r[,t) 2
R e (X’z((_e”_gz')ap) (23)

2 (X,.7,.1)

+X}((6,0,+0,0, ))2)+2 o

2
(sz-ro-rp(_alz _02,)0'[])+M’[20'2:|}’

2 [ 2
o,

2. Condiciones de primer orden

Ahora, lo que se requiere es optimizar la ecuacion de HIB para ¢, 6,,, 6,, 6,y 6,,
por lo que se obtienen las condiciones de primer orden:

o= oJ (X .7, 1) e (147). (24a)
oxX

t

Se nota que la condicion de primer orden con respecto de 6,,, se puede
derivar a partir de las ecuaciones (22) y (23), las cuales se describen en las ecua-
ciones (24b) y (24c¢) respectivamente:

‘ L8J(X,,7t . 1+
0=Xe"(6,a"X,) 1 +—( AN )[(X,rm - X5 )-X (+z) Tc)]_

t t

aXt (24
O*J(X,,7,.1) &J(X,.7,t) (24b)
57’- B ”T ,
aXtéTtt (X,T,O'rpGp)——ath ' _thgp (—Gp@lt _Gpeh)’
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aJ(Xt,Tt,t) . aZJ(Xt,Tt,t)
0 :—6X, (X,I”m -Xr )_TGQ(X[T’O-HOO—”) 5
52J(Xt,z't,t) 5 (24¢)
_TX’ % (—0'17491, _o-p021) ’
aJ(Xl,‘[[,t) N 82J(Xt,rt,t)
0=T(X,rb — X, )_T%(X,Tldﬁoap) .
*J(X,.7,.t) _,
_TX‘ T (_Gpelt _Gp‘gzt)’
t
oJ(X,,z,,t N (X7t
0=-— (aX —)(Xtrk_Xtrb)+%Xfo‘k(o'k93t+0},94t), (246)
oJ X”Tt’t * 62‘] X;,T,,t
0:%()(;7’%_)(,%)+%tho'y(dk03t+0,/04,). (24f)

Ahora para elegir la funcion J (Xt, z, t) que satisfaga la ecuacion dife-
rencial parcial de HIB, se propone como candidato de solucién un producto de
funciones separables en variables, de tal forma que

7

J(X,,r,,t):e"”h(r,,t)%, (25)

junto con h(z,,T7)=0 debido a las condiciones de frontera de la ecuacién HIB.
Dado este candidato para J, se tiene que

aJ(X,,t,t) . ’J(X,,7,,t .
—(ax, )=e “h(z,,t)x]", —(6/\’,2 )=(y—1)e “h(z,t)x,
2 2 ”
aJ(X[,Tl,t):€75! 6h(1,,l)xty’ 8J(X,Z,T[,t):ef&ﬁh(z;,,l)xt” (26)
or, or, y or, o,
oJ(X,.z,, ):e,g,xty,l _5h(rﬂt)+8h(f,,t) ’ OJ(Xpp7ol) _ o ah(r,,t)xr,.
ot ot 0X,0r, or,

Si se sustituyen las derivadas parciales de (26) en las condiciones de pri-
mer orden de (24), se obtiene

™ =h(r,t)x"(1+7,). (27a)

t
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Las demas condiciones de optimidad son:

0=h(r,.1)(r, —rb*)—%z’t)(qqpﬁp)+(7—1)h(fwt)5z2>(91t +0.),  (27b)
0= 7)== 0, ) -Vh0) 30, 40,). @70
0=x7 [ h(z.t)(n =1 ) +(r =D h(z.1) 00 (0,60, +0,0,) |, (27d)
0=x7[(z.0)(r =1 )+ (r=1)h(z,.) 0, (0,0, +0,6,) |. (27¢)

3. Decisiones optimas

Se puede observar que la trayectoria 6ptima de consumo ¢, es lineal en la rique-
za. En contraste con un marco determinista en donde el individuo puede saber a
ciencia cierta cual serd su trayectoria 6ptima de consumo, en el caso estocastico,
desafortunadamente, ésta ya no puede ser determinada porque el consumo se
convierte en una variable aleatoria, situacion que mas acorde con la realidad
contingente de la economia en la que el individuo existe, asi:

& =h(z,.t)" x,(1+7,)" (28a)

En conclusion, la consideracion del riesgo en los diversos factores que
constituyen la economia induce cambios tanto cualitativos como cuantitativos
importantes en las decisiones de consumo y portafolio. Ahora bien, a partir de
(24b) (24c¢) y (26), se tiene que

6, = ah(z,t)" (1+7,Y" (28b)
En la ecuacion (28b) éu es constante, pues solo depende de los parame-

tros que determinan las caracteristicas estocasticas de la economia, en cuyo caso
se puede afirmar que la actitud del agente economico hacia el riesgo y, por ende,
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en su toma de decisiones de inversion es independiente de su riqueza. Si ahora se
sustituye (28b) en (27¢), se tiene que

0, = —(r=1)"e,’ (rb —r;)—ah(rl,t)]/y’l(l+ rc)%’l

(28¢c)
+w%o‘1p( y— 1)71 h(z‘t ,l‘)ilGP_l.
T

t

Esta ecuacion muestra que 6,, también es independiente de la riqueza
del individuo. Es importante hacer notar que las ecuaciones (27b) y (27¢) forman
un sistema inconsistente. Obsérvese que al restar (27¢) de (27b), se tiene que
0=h(r,,t)(r,—r,), situacion que ocurre solo si 4(z,.t)=00r,—r,= 0, pero
h(z,,t) no puede ser cero, porque esa posibilidad lleva a un consumo nulo para
optimizar el problema de decision del agente, lo que es un absurdo; por lo que en
el equilibrio sucede r, —r,=0=r, =5 < 0= i(l—ry), que implica que i = 0, es
decir, en esta economia no es 6ptimo para el gobierno emitir deuda, pero no
quiere decir que no sea optimo para el agente representativo mantener su inver-
sion en bonos.

De las ecuaciones (27d) y (27¢e) se obtienen las proporciones optimas
para 6,y 0,,,

(rk —VZ;)+(}/—1)O'kO'Vé4t

é == H 28d
3t (}/—1)013 ( )
A =1 )+(y-1)0,0,0,
94,:_<V b) ( )sz3' (28e)
(r-1oy
Notese que estas dos ecuaciones forman un sistema redundante:
R r,—F
93[+O-V64t:_(k b>2:/1k
O-k (7_1)O-k (29)
5 . 00 (rV —I’;)
94t + == Al 4
o, (r-1)oy
o, .
al hacer £ =—, se tiene
o, . .
03t + é’@t: /Ik’
i, (30)
?4‘94[ ﬂ’V’

lo cual implica que
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1ogYe, ) (4
& le, ) ) (€2))

A

Sin embargo, de (31) se tiene que det(4) =0, por lo que el sistema no
tiene una Unica, sino una infinidad de soluciones. Esto quiere decir que los pre-
mios al riesgo de mercado para la accion y para la opcion son combinacion lineal
uno del otro, lo cual es l6gico porque la opcion hereda propiedades del proceso
de precios del subyacente.

V. PREMIO AL RIESGO DE MERCADO DE UNA OPCION AMERICANA
DE VENTA

A partir del sistema de ecuaciones (31), se tiene que
A=Ay

es decir, los premios al riesgo del mercado del subyacente y de la opcion coinci-
den, lo que se corrobora de (29), con lo cual se obtiene:

N\O, .
r,—r, =(r, -1 ).
o

k

Después de hacer las sustituciones de 7, y o, que se definen en (7a), se
obtiene,

ov, 10, L., oV, . .
o "aas O s B T =0 (2)

t

la cual es la ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes (1973) y Merton
(1973), con la que se valuara la opcion americana y a la que para tal efecto
se deben de imponer las condiciones de frontera correspondientes a la opcion
americana de venta y al limite estocastico de tiempo de paro
(pzmin[inf{t > 0|Xt=0},TJ, esto es,

2
%+%2SZ/’ oS+ %”;St -V =0
t

as,
(33)
V(S,.t)>max (K -5, 0)
t<p,
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en donde K denota el precio de ejercicio de la opcion americana en el tiempo de
ejercicio ¢ =min{g, ¢}, donde @ es un tiempo de paro tal que se alcanza el va-
lor max (K -S,,0). Obsérvese que la tasa de interés libre de riesgo es r, , dado
que la economia doméstica es precio aceptante y toma la tasa de interés inter-
nacional como dada, ya que en la economia doméstica la tasa real , se calcula
en términos del diferencial de la tasa de interés nominal y la tasa de inflacion, y en
esta ultima hay factores de riesgo que la afectan, como el nivel general de
precios.

V1. CARACTERIZACION DEL PRECIO DE UNA OPCION AMERICANA
DE VENTA

La prima de la opcion americana es mas cara que la de una opcidén europea, ya
que aquélla tiene la flexibilidad de ser ejercida en cada instante desde la emision
del contrato de opcion y hasta el tiempo de madurez de la misma, lo que dota al
poseedor del contrato del derecho de obtener ganancias mayores que cuando se
trata de una opcidn europea, toda vez que en el ejercicio anticipado existe la po-
sibilidad de obtener mejores ganancias. Esto hace del instrumento americano un
activo de inversion atractivo para quien posee el contrato!! (Wilmott, Howison
y Dewynne 1999).

Es posible observar que en el tipo de problema de control éptimo que se
esta considerando, el tiempo de madurez es estocastico; lo anterior exige que el
derivado obtenido pueda ser ejercido en cualquier momento. Esta resulta ser,
precisamente una caracteristica de la opcion americana. En el problema de va-
luacion de la opcidon americana, no solo se debe de determinar su valor en cada
instante, sino también hay que especificar si se ejerce o no la opcidn para cada
valor de k,. Usualmente, esto se lleva a cabo estableciendo un valor critico de &~
para cada ¢.

Sin pérdida de generalidad, se supone que dicho valor es tnico. Por lo
que si k <k*, se estd en la region de ejercicio y es dptimo ejercer la opcidn, y si
k,>k*, no se estd en la region de ejercicio y lo optimo es mantener la opcion
Venegas-Martinez (2008). De esta manera, si la opcion es ejercida cuando
k,> k*, entonces el precio de la opcion americana de venta, V' =V, (k,,t), satisfa-
ce la ecuacion diferencial parcial:

' Aunque no asi para su emisor.
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ov,

ov, 10V,
—+—= okl + —r,,k Vi =0. (34)

o 2 6k2

Dado que una opcion americana es mas cara que una europea, denote-
mos por &(k,,t) el premio por el gjercicio anticipado de la opcion. Entonces,

V, (ks t) =pgsy (k. t) +e(k, 1), (35)

& (kit) =V, (kist) =P gsu (ki 1), (36)

donde pyq,(k, 7) es el precio de una opcidn europea de venta que satisface la
ecuacion diferencial parcial lineal de segundo orden de Black-Scholes-Merton,
BSM. Toda vez que V (k, t) también satisface una ecuacion analoga a (34) (con
sus correspondientes condiciones de frontera), se tiene que

o 10°¢ ,,, Os .
E-Fga—ktzckkl gi’})kl—gl’b =0. (37)
Si se define el cambio de variable

u= 71—t

junto con los parametros
M=2ro” 'y G=2o.-1,

al multiplicar la ecuacion (34) por el parametro M, e incluir el cambio de varia-
ble, se puede expresar (37) como

o€ Ou *,216,9

oe
0=M——+2r0 okl +2r 07—k, —Mer,
ouor "R 2ok ok " ’
e % T 06 P e
ou " ok ok,

t

Si ahora se divide entre 7, y se hacen las sustituciones correspondien-
tes, se tiene

M o o’ oe
0=- —k+ (G+1)67k[—Mg. (38)

T ou 6k2 '

t
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Si se supone una solucion de la forma &(k,.t)=g(u)f(k.g(u)) con
f(k,,0)=0, entonces

oe 6f o’e o°f oOg dg of dg dg of
— — =g = +=>g|
ok fo w fae Y w T aw tw al Tags) B9
Al sustituir (37) en (34) y factorizar g, se sigue que
M dg| [ o 5 S o
0= k G+1)=—k - Mj

0= asz, (G Ly, Mf[ ld—g(l gafD
Ok; ok r, g du f og

Si se elige g(u)=1-¢", entonces
1_
—Mf[1+*id—g[1+§zj]=—w(1+ g(”)(uﬁzn.
r,gdul\ [ 0g g f og

En consecuencia, (38) se transforma en

0=62{kf (G+1)fk —(1- )Maf My (41)
ok, g g

t

Y se tiene entonces que V, (k1)=& (k. )+ pysy (k.t), k,<k", dondeel
primer sumando es &(k,.¢)=g(u)f(k.g(«)) con g(u)=1-e ™y f(k,.g))
satisface (41), y el segundo sumando es la solucion tradicional del modelo de
Black-Scholes-Merton. De esta manera, si el activo subyacente es conducido por
el movimiento geométrico browniano en un mundo neutral al riesgo, entonces el
precio V, (k,, t) se calcula en términos del premio al riesgo, el cual se calcula a
través de una ecuacion diferencial parcial lineal. Esta propuesta es una alternati-
va a los modelos mas populares en la literatura financiera para valuar opciones
americanas con formulas aproximadas, como son los de Whaley (1981) y Baro-
ne-Adesi y Whaley (1987).
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VII. APROXIMACION DEL PRECIO DE UNA OPCION AMERICANA DE VENTA
Y ANALISIS DE SENSIBILIDAD RESPECTO DE SUS PARAMETROS

1. Aproximacion del precio de una opcion americana de venta

En esta seccion, primeramente, se obtiene una aproximacion del precio de la op-
cién americana y después se realiza un analisis de sensibilidad de éste con res-
pecto a sus parametros. Un primer resultado interesante es que no depende de
pardmetros estructurales del modelo, como el impuesto sobre la riqueza, z; la
tasa media esperada del impuesto sobre la riqueza, 7,; la volatilidad asociada,
0., al impuesto sobre la riqueza, ni del parametro «, que representa el tiempo
que esta disponible el dinero para financiar el consumo.

Asimismo, se observa que cuando #— 0, donde u =7 —¢, entonces
(1 - g) —0. Asi, cuando el tiempo de vencimiento crece, el ultimo término de la
ecuacion (41) es insignificante, por lo que entonces se tiene que

11ma——11mf——llmf(k,,l_e-ru)< u)_rf(k 0):

u—>0 Oy u—=0" Oy u—0

lo que permite eliminar el pentltimo término de la ecuacion (41), de lo que se
obtiene

&S o M
e —=k (G+1)a—k’k,—;f. (42)

La anterior es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden en f,
y se supone una solucion de la forma £ (k,g(«))=ak!®. En consecuencia,

0 q(g)-1 o’ q(g)-2
#aq(g)k,” y a—lgaq(g)(q(g)—l)k,()' (43)

t

Al sustituir f(kng(u)) = ak?®)y (43) en (42), se tiene que

akf(g)[q (g)+Gq(g %} (44)

A partir del polinomio caracteristico de (44) se obtiene
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9 (g)=-G—G*-4(M/G) 'y ¢,(g)=-G+G"-4(M/G) (45)

de donde ¢,<0 Yy ¢,>0  siempre que M /g>0. Asi, la solucién general de la
ecuacion diferencial en (42) esta dada por

f(k,,g(u)) — clkth(g) +c2ktfh(8) (46)

con ¢,yc, ,constantes por determinar. A partir de (46) se observa, por una par-
te, que dado ¢, > 0, si k, crece muy rapido, seria entonces factible rebasar el
precio critico k*, lo que conduce fuera de la region de ejercicio y, por tanto, no
es Optimo el ejercicio anticipado y la prima de la opcién americana resulta ser
igual a la de la europea. Por otra parte, si k, crece rapidamente, entonces ¢ tam-
bién crece de la misma manera, con lo que es 6ptimo ejercer anticipadamente (de
inmediato). Estos dos resultados generan una contradiccion, por lo que se debe
escoger ¢, = 0. Asi, el premio por el ejercicio anticipado esta definido iinicamen-
te por el primer término de f (kt, g(u)) .

Se reformula, entonces, el precio V (k, t) de la opcion americana de
venta dado en (35) como

Vi(knt) = Pasy (ko 1) +c.g (1) k). (47)

Se observa que amedida que k,decrece, V,(k,,t), pys, (k,.t)y c,g (u) ko)
decrecen. En particular, el crecimiento de clg(u)k,‘“(g ) depende del signo de ¢,
pero para que tenga sentido el ejercicio anticipado se debe tener ¢,> 0, ya que
de lo contrario, el precio de la prima de la opcidon americana seria mas barato que
el de la opcion europea y convendria al poseedor del contrato no ejercer anticipa-

damente. Sean k" y ¢,> 0 tales que

a(g)

K=k =y, (Ku) +ag(u)() (48)

con x precio de ejercicio y k" precio critico por el ejercicio anticipado. Si
k, < k*, entonces

a(g)

K-k, ZpBSM(k*,u)+clg(u)(k*) s (49)
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y el precio de la opcién americana es V, (k,,t) =k —k, pero si k,> k, entonces se
satisface (47). Al derivar (48) de ambos lados del igual respecto de &~ se obtiene

1= (~d, (')} cigg, () (k) (50)

donde

(k*J ( 1 zj
In| — |+ rb+§c7k u
. K
d, (k)= T

k

y @(-) es la funcion de distribucion acumulada de una variable aleatoria normal
estandar. A partir de (48) y (50), se tiene que

" [~ e (-d, (k))jx

K=k = pyou (k,*u p
1

>

~l+e " D(~d, (k*)) 1)

9.8 (u)(k* )(m-U(g)

G

Una vez que k~ es determinada, se calcula el valor de c,. Por lo tanto,

V[(k,,t): Pysu (k,su)+({—l+e"5"(p(—dl(k*))}k*/ql)(%qu . si ktﬁk*

S (52
K-k, si k,>k

donde 0< CD(—dl (k))< 1.

2. Analisis de sensibilidad del precio de una opcion americana de venta
respecto de sus parametros

Se reescribe la ecuacion (52) de la siguiente manera,
{Ke_r;ucp(_dz (kt))_ k@ (_ d, (kt))}
V, (k)= +({—1+e*’ff“<1>(—a!l (k*))}k*/q])[’;; ]ql, si k<K', (53)

Kk, si k >k
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donde

()37
In| —+ |+ rb+50'k u
K
d, (k)= — y  d,(k)=d —ou.
k

a) Razon de cambio entre el precio de la opcion americana de venta y el
precio del subyacente

: . _or : :

A continuacién, se denota como Ay = ok @ larazon de cambio entre el precio de
., . e’ .,

la opcion americana de venta y el precio de la accion, la cual se calcula como

o, _ od,

t

de donde

6 I/r _ 1 ’ —r;u ’
2 Lo i () (1)

(&) (e nlae)--oats)

(54)

si se consideran las propiedades siguientes:
a) ®(d)=1-@ (- d)
b) #(d=2'(-d

0) k®'(4)-xe"D'(d)=0, (55)
donde

Obsérvese que la propiedad c) corresponde al lema fundamental de las
griegas del modelo de Black-Scholes. Asi, después de aplicar la propiedad ¢) se
obtiene
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D (&) [erolaf)-1]rro(m) 5 ks,

o _
ok,

Ay (56)

-1 si k, >k

A partir de (56) se deduce que 4, <0, es decir, existe una relacion inver-
sa entre el precio de la opcion americana de venta y el precio del activo subya-
cente.qgara examin?r que en la region de ejercicio 4,<0, observe que
(llz—’*) >0, 0<e <1, ya que r”> 0. Es de notar que 0< qD(—d1 (k*))<l, lo
cual se establecio asi a partir de la aproximacion al precio de la opcién america-
na de venta y 0 <&(d,(k,))<l; esto Gltimo debido a que @ es una funcion de

distribucion.

b) Variacion del precio de la opcion americana de venta con respecto a la tasa
de interés

La variacion del precio de la opcion americana de venta ¥, (k,, t) con respecto de
la tasa de interés r, esta dada por la siguiente expresion:

% (a4 1) -2 - 1)
, 7

) (ki Jq. [ l;—j j {e"?“rp’ (- (i ))[_ 221 J_ ue"p (~d, (K ))}

en donde, después de aplicar las propiedades en (55), se obtiene

() (ol otaw g eotann)

— xue” '@ (~d, (k,))

., ov, ) . .
La ecuacion (57) conduce a 5 L <0 siempre que k <k, es decir, la
s

., . ., . 9 ,
relacion del precio de la opcion americana de venta es inversa respecto de la tasa
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de interés. Obsérvese que llii i (g—*)(—u)>0 , porque ¢, <0, 117’(—a11 (k)
1

:_(D’(dl(k*)), y O<cl>(—al1 k*)><1. Por lo tanto, [e’fl'@'(—dl(k*))(ai/;

_ e*rﬁuq)(_ d, (k))} 0, y a partir de la propiedad a) de (55), se obtienek que

0<@(-d,(k))<1.

¢) Variacion del precio de la opcion americana de venta con respecto al precio
de ejercicio

La variacion del precio de la opcion americana de venta (&, t) con respecto

del precio de ejercicio x se calcula con base en —= od, ad ! (——j y la apli-
51(' o' \/—

cacion del lema fundamental de las griegas de Black- Scholes obteniendo la si-

guiente expresion:

o Jeretaw)(#] (F g e tw) s wee

oK .
1, si k, >k

Se observa que en todo momento % >0, porque a partir de la ecuacion (58) se
tiene que el primer sumando es positivo, dado que @(-d)=1-®(d), pero
0< ( d ) <1, por ser (p(d) una funcién de distribucion. Por otra parte, el se-
gundo sumando también es positivo ya que @'(d (k)) >0, lo cual se justifica
mediante la ecuacion (55), ya que o \/» >0, dado que o, > 0. En virtud de
que g, <0, se tiene producto de signos negativos, lo que hace que la expresion
resultante sea positiva. Los demas factores en (58) son positivos, de modo que se
confirma que la relacion del precio de la opcidon europea de venta con respecto

del precio de ejercicio es positiva.

VIII. VERIFICACION DE LA SOLUCION CON PROGRAMACION DINAMICA

Para hacer uso del teorema de verificacion hay que encontrar la funcién h( )
definidaen J ( T, ) que resuelve la ecuacion de HIB. Para esto, se observa que

la regla 6ptima de consumo ¢&, es lineal en lariquezay 6,,0,,60, y0,, son cons-
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tantes. Ademas, se supone una solucion de esquina para las proporciones Opti-
mas asignadas a la tenencia del activo riesgoso y a su opcién americana, de tal
forma que &,,= 0y d,,=1. La interpretacion correspondiente de esta solucion de
esquina es que si el agente mantiene la opcidon americana, entonces cuanto esta-
ria él dispuesto a pagar por dicha opcion, al mismo tiempo que maximiza su sa-
tisfaccion por el consumo. Para tal efecto, se sustituyen en la ecuacion (22) los
valores obtenidos en las ecuaciones (3) (4) (7a) (16) (26) (27a) (28a) (28b) (28c)
y (28d), y las derivadas parciales en p, y o, se evalian en el dinero, es decir,
k, =K, las cuales se denotan mediante

'uV|/c,:K:'uV y 6V|k,:K:O-V

de donde se obtiene

S L) L

+h[(é” + Azt)(—iz'+(7}2,)+é2tl'(1+ry)

* 2% -,
+é2t)+—rbr” — -1, —h(rt,t)%" (1+TC) %‘}+—8hgrt’t) 77T,
T

t

14 ot

w2 =2rr + 1 oh
Iy b I; 2b )
(7_1) Oy

7,,t)

2
T, or,

h(rot) ,

A oA 1
7,0,00p (6’1, + 6’2,) +t——5 7,0, 7

(59)
+1{M—5h(rt,t)j+%{(;/—l)h(rt,t)[—af,(ézt+26A’],¢9AZI L02)+
(
0

Al resolver (59) y obtener la forma funcional h(z’t, t), se establecen de
manera analitica las trayectorias de ¢,.,6, y 6,,.

CONCLUSIONES

El objetivo central de esta investigacion fue el de desarrollar un modelo de equi-
librio general dindmico estocastico de una economia pequeia y abierta, para de-
terminar en términos de la racionalidad econdémica cuanto estaria dispuesto a
pagar un individuo por una opcidén americana de venta cuando se enfrenta a la
decision de distribuir su riqueza entre consumo ¢ inversion en un portafolio de
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activos si el horizonte temporal del que dispone es finito con fecha final estocas-
tica; todo lo anterior en un ambiente politica fiscal incierta.

Es pertinente mencionar que aun cuando en la literatura existe un ntime-
ro importante de trabajos que aproximan y valiian los precios de primas de op-
ciones americanas mediante diversas metodologias, hasta el momento no se
habia desarrollado la valuacién de estos instrumentos derivados mediante con-
trol 6ptimo estocastico en términos de racionalidad econdmica.

Se observa en el modelo propuesto que al suponer como parte de los ac-
tivos de inversion del agente econémico una opcion americana de venta y carac-
terizar analiticamente los supuestos relevantes del modelo mediante procesos de
difusién observables conducidos por el movimiento geométrico browniano en un
mundo neutral al riesgo, se logra caracterizar la prima de una opcion americana
de venta en términos del premio al riesgo de mercado, el cual es obtenido me-
diante la solucidn de una ecuacién diferencial parcial lineal de segundo orden. Es
importante resaltar, ademas, que en este planteamiento se ha obtenido la funcion
g (u) =1-e™ y la formula tradicional de Black-Scholes-Merton. La funcion g
se calcula en términos de paradmetros conocidos pero (41) requiere de métodos
para calcular soluciones aproximadas de f . Por supuesto, la tarea de encontrar
soluciones aproximadas de f se encuentra ya en una agenda de investigacion
futura.

La valuacion dentro del modelo se lleva a cabo en términos de cuanto
estaria dispuesto a pagar el consumidor representativo por mantener un contrato
de opcion de venta americana optimizando simultaneamente su utilidad por el
consumo. Como resultado de este modelo, también se plantea en investigar en el
futuro sobre otras formas funcionales de /(z, ?) .

Es relevante hacer notar que la principal dificultad de los problemas de
control optimo estocastico reside en resolver la ecuacion de HIB, dado que no
existe una teoria general para ello. No obstante, para aplicaciones en ciencias
econdmicas, y en particular para el tema de este articulo, es posible encontrar
soluciones analiticas y cerradas de dicha ecuacion, siempre que se incorpore en
los supuestos que la dinamica de los precios es modelada por la ecuacion dife-
rencial estocastica del movimiento geométrico browniano y que la funcion de
utilidad es del tipo U(c,t)=e¢” ’V(c), en donde 7 es un miembro de la familia
de funciones de tipo HARA.

Hay que destacar que el argumento que se utiliza en el modelo para evi-
tar la bancarrota, interpretando ésta como la insolvencia del agente econémico,
es un argumento de tiempo de paro. Este supuesto es sin duda esencial, ya que en
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conjuncioén con la condicion de frontera impuesta a la ecuacion de HIB y el uso
de una funcion de utilidad de clase HARA'? impiden que el problema degenere
y, por ende, evitan la bancarrota del agente econdémico representativo.
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